ECE1 Correction Devoir maison n°12 2020-2021

Correction Devoir maison n°12

Exercice 1 - Série - Obligatoire pour les groupes 6 a 10

1. — En passant par les sommes partielles, on a pour n € N*,

n 22k

2 5T = 25 s

k=0
4N\ 2n
Or, comme |=| < 1, la série Z () est une série géométrique convergente. Donc Z o est
n=0 n>0 5
une série convergente et
+z°:° 22n ] +z°:° (4)”
n=0 5n+1 5 n=0 5
11
5. 4
5 1 _
)
1
=—- XD
5
— En passant par les sommes partielles, on a pour n € N*,
i k=1 1 i 2k
= k! 2= K
12 1 2 120
2~k 2 11 20!
1 z”: 2k 3
2K 2
2™ n—1
Or la série Z — est une série exponentielle convergente. Donc la série Z — est une série
n>0 n: nz2 ’

convergente et

+o00o anl B 1 +o00 on 3

2 T2

|
n—29 n.
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— En passant par les sommes partielles, on a pour tout n € N*,
STk — k)27 Z k(k
= Z k(k — 1)7
k=2 4
_ 1 i k(k
16 ;=

Or, comme |1/4] < 1, la série z;g(nQ - n)4n_2

Donc la série 3°,50(n* — n)27?" est convergente et

est une série géométrique dérivée convergente.

™= 1 2 2 x 43 8
2 —2n
— 2 _ — e _ —
,;)(” n) 12 (1_1>3 27 x 42~ 27
4
L. 1 - .
2. — Lasérie ) —; est une série de Riemann convergente.
n=>1
— On sait que
1 1

x/ﬁ—lgx/ﬁ:»\/ﬁ_lzﬁ

Or la série Y, est une série de Riemann divergente. Donc par comparaison de séries a

1
vn
termes positif, la série Z
n=2

est divergente.

— On s’intéresse a la convergence absolue de cette série. En effet,

(7| 1
n | nd
1 1)”
Or la série >_,,>1 — est une série de Riemann convergente. Donc la série Z est absolu-
nd

n>1
ment convergente donc convergente.

Exercice 2 - Issue de ECRICOME 2018.

Partie I : Etude de suite

1. (a) La limite en 0 ne pose aucun probléme, c’est celle de In, on a donc

lim, o f(z) = —o0.

En +00, on a une forme indéterminée ; mais on met tout sous un méme logarithme et on sait
que z/(z + 1) tend vers 1 donc

limg 4 o0 f( ) = llmr—>+°° z+1 +1n <z+1) =0.
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(b) Sur R%, f est dérivable comme somme et composée de fonctions usuelles dérivables. On a

d’ailleurs
1 1 1 — 1)? — 1 1
Pay=—t oyl L mrrld ot l) -0,
(x4+1)2 = x+1 z(z+1)? z(r+1)2
On en déduit le tableau de variations de f
x 0 +00
f'(x) +
0
f -
—00
(¢) Par définition de la suite (u,,)
n+1 n 1
Unp1 — Uy, = Y ——In(n+1)—=> —+1In(n)
il Pl

1
= ox —In(n+1) + In(n)

On a bien u,41 —u, = f(n).

apres le tableau de variations de f, on voit que f(z) < 0 pour tout > 0. En particulier,
d) D’aprés le tableau de variations de f it que f 0 tout > 0. En particul;
f(n) < 0 pour tout entier n € N*, donc w41 —u, = f(n) <0 et

la suite (u,) est (strictement) décroissante.

(e) C’est un petit programme sans réelle difficulté que 'on peut faire avec une boucle for ou avec
une opération pointée. On propose les deux versions.

function y=u(n)
y=0;
for k=1:n

y=y+1/k;

end
y=y-log(n)

endfunction

ou bien

function y=u(n)
y=sum([1:n].7(-1))-log(n)
endfunction

2. (a) Soit n € N¥,

Un+1 — Up = unJrl_n _un—i_g

= —— +n7+ln(n)—ln(n—l—1)
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et donc

vn+1—vn:%—ln<1+%).

On pose la fonction g(x) = In(1 + ) — x. Cette fonction est dérivable en tant que somme de
fonctions dérivables sur R, et

1 —x

Vo €Ry, g(2) = 77 1

<0

La fonction g est donc strictement décroissante et g(0) = 0 donc la fonction g est négative ou
nulle. En conséquent

Ve >0, In(1+2z) <z

En appliquant cette inégalité a x = 1/n, on voit que v, 11 — v, > 0 ou encore que

la suite (v,) est croissante.

2
On pose la fonction A(z) =In(1+z) — 2z — % La fonction h est dérivable sur [0; +oof et

1 l4z—1—2—22 —x?
= = <0

W(z)=1-— — —
<$> 1+2x v 14+ =z 1+=x

La fonction h est donc strictement décroissante et h(0) = 0. La fonction h est donc strictement
négative. On en conclut que

x?

Ve e Ry, x—ln(l—l—x)g?.

1
En remplacant dans la derniere inégalité x par —, on a directement
n

1
VneN v, —v, < —
2n?

La série de terme général 1/2n? est convergente comme multiple d’une série de Riemann conver-
gente. Par comparaison pour les séries a termes positifs,

‘ la série de terme générale v,, 1 — v, est donc convergente.

On note alors 7 la valeur de sa somme
+0o0

T = Z(Unﬂ — Up).

n=1

Le calcul de la somme partielle de la série susnommeée fait apparaitre une somme télescopique;;

n—1

D (Vg1 — V) = v — 0

k=1

Orvi=u; —1letu =1doncv; =0 et

n—1

Z(’Uk+1 — Uk> = Up.

k=1

Ainsi, (v,) est convergente et
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. . -1
1My, 4 oo Un = 1imy, oo Sopy (kg1 — V) = S0 (Vks1 — vk) = 7.

3. (a) Cette question n’étant pas vraiment formulée; on interprete I’énoncé comme une demande de
justification de la convergence de (u,) et le calcul de sa limite. On voit que

1 1
Uy = Up — — <> Uy = Up + —.
n n

Comme (v,,) converge et que 1/n — 0, on en déduit que

(u,) converge et a la méme limite que (v,), c’est a dire ~.

(b) (vn) étant croissante et convergente vers 7, (u,) étant décroissante et convergente vers -, on a
bien ’encadrement demandé

Vn e N* v, <v < u,.
| |

Ceci permet de voir que

1 1
O0<u,—v=v,—7v+—-<-,
n n

ce qui donne bien

[un, — ] <

3=

(¢) Le programme proposé permet de calculer une approximation de v a la précision eps pres
(rentrée par I'utilisateur). En effet, une telle approximation sera réalisée par un terme wu,, tel
que |u, — | < eps, ce qui, d’apres la question précédente a lieu des que 1/n < eps. 1l suffit de
prendre le premier entier n tel que n > 1/eps, donné par |1/eps| + 1.

Partie II : Etude d’une série

1. (a) On a pour tout entier naturel non nul n,

1 1
2n —1>n <<= < -
" =" 2n—1"n
) 1 < 1
"n@2n—1) ~ n?
Donc, on a bien
< 1
an_ﬁ.

1
(b) La série de terme général o2 est un multiple d’une série de Riemann convergente. Par compa-
n

raison de deux séries a termes positifs,

‘la série de terme général a,, converge. ‘

2. (a) Observons que

2n

>

k=1

k

n 1 n
sz—1zz

k=1 k=1 = =

TR b T

| =

S
2k

| =

1 k=1

et

‘on reconnait une décomposition des indices de sommation selon leur parité.
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(b) Il suffit de mettre au méme dénominateur et de procéder par identification

1 « 5} 1 a(2n—1)+ fn
— = = =
n2n—1) n 2n-—1 n(2n —1) n(2n —1)
2+ = 0
—a = 1
— (o=
g =2
—1 2
Donc a, = —- .
onc a |

(c) On utilise les résultats des deux derniéres questions

n n
doak = =)
k=1

(d’apres 2b.)

1.1 o
—5 > k) (d’apres 2a.)

k=1

On a bien

3. (a) On revient a la définition de wu,

in

Usp — Up + In(2) = Z%—1H2TL Z
k=1 k=1

1 )+ 1n(2)

PT‘

2n

. ]i—ln(2)—ln(n)+1n(n)+ln(2)
k=nt1

c’est-a-dire

(b) D’apres 2c. et 3a., on a

“+oo

Zak = lim Zak

el nﬂJroo

= 1111122—

n—-+o0o - n+1

= 2x lim (ug, — u, +1n(2))

n—-—+

or, comme (u,) converge, us, et u, ont méme limite et leur différence tend vers 0. Donc

+o0
> ap=2In(2)
k=1
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ECE1

4. (a) On voit que

2n 1 n 1
el B l;”"’k
n 1

a kzzan(l—l—ﬁ)
12 1

- ﬁ,;wr%

12 1 1 dx
lim — :/ — In(2
im kX:: E 241 n(2),

et on retrouve bien la valeur précédente

+o00 2n 1
k=1 nrteo k=n+1

1 & 1

=2 lim =Y ——

n—>+oonk:1 1+ £

Ainsi, on retrouve le résultat de la question précédente, a savoir,

+o00
> ap =21In(2).
k=1

Exercice 3 - Issue de ESSEC - Groupe 1 et 2

Dans cette premiere partie on considere un ensemble discret K dont on suppose qu’il est soit fini soit
égal a ’ensemble des entiers naturels N. A désigne I’ensemble de toutes les parties de K et pour tout

A € A, on note A le complémentaire de A dans K.

Soient P et () deux lois de probabilité sur C. (IN.B. en fait, ce sont des probabiltiés) Pour tout k € K
,on pose py = P({k}) et g, = Q({k}). On rappelle que pour tout k € K, p, >0, avec > pp = L.
kek

De plus toute probabilité P est enticrement déterminée par la donnée de (py),c Puisque pour tout

AeA PA)=Y pn

keA
Lorsque K est fini on définit la distance en variation entre les probabilités P et ) par

D(P.Q) =5 In—a

kek

Partie 1 Exemples de distance avec la lot uniforme.

Dans cette premiere partie, on va calculer la distance en variation entre des probabilités connues.
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1. On lance des pieces de monnaie et on observe si on tombe sur pile (0) ou sur face (1). L’univers
est donc K = {0,1}. On lance d'un c6té une piece non truqué qui suit une loi de probabilité
uniforme noté P. D’un autre coté, on lance une piéce truquée qui a la loi de probabilité () définie

1 3
par Q({O}) =qo = Z et Q(‘{l}) =q1 = 1
La loi de P est uniforme donc
1 1
Do = 2 et p1 = 5
On calcule alors
D(P,Q) = = (Ipo — qo| + |1 — 1)

Bl N]=N] =

o

2. On lance maintenant des dés et on note la face sur laquelle on tombe. Lunivers est K = [1,6]. On
lance d'un ¢6té un dé non truqué muni de la loi uniforme P. D’un autre c6té, on lance un dé truquée
qui a la loi de probabilité ) définie par

1

1 1 1 1
1 = = — = — = — = — = — = —.
Q1Y) =aq 5 BT BT @=1p BT G= g

De méme que dans la question précédente,

1
Pk = 6, k € H1,6]]

On calcule alors

D(RQ) = ( Z ’pk - %\)
ke[[1,6]

(5 =51+ 5 =sl+ s -3l +s -l s -5l 5 -3
6 12 6 6 6 4 6 12 6 6 6 4

(1+0+1+1+0+1)
12 1212 12

RN RN~ N

Il
o

3. On considére n = 2p un nombre pair. Dans les deux expériences suivantes, on tire des boules
numérotées de 1 a n dans une urne et on regarde le numéro sur lequel on tombe. L’'univers est donc
K = [1,n]. Dans la premiére urne, il y a 1 boule portant chaque numéro (il y a donc n boules en
tout). On associe a cette expérience la loi de probabilité P.

(a) Chaque boule portant le méme numéro et les boules étant indiscernable. La loi de probabilité
1
est uniforme. On a donc Vk € [1,n], P({k}=—
n

Dans la seconde urne, il y a 1 boule portant le numéro 1, 2 boules portant le numéro 2, ..., n boules
portant le numéro n. On associe a cette expérience la loi de probabilité Q.

(b) Pour cette expérience, il y a
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n(n+1)

mT

boules au total.

(¢) On a donc

ko 2%
nin+1)  n(n+1)

Vk € [[17’)1]]7 qr =

(d) On a donc

S
M
<

|
Ms

|pk - Qk’

bl

Il

—_
—_

NE

2k
n_n(n+1)'
n+1-—2k
n(n+1) ’

B
Il
—

I
M=

N = N = N

T
I

1 p 2p

N|p4l-—2%k| 44— 2+ 1— 2%k
zn(n+1)z_:’p | 2n(n+1)kzp:+1‘p |

Z 2k — (2p+1)
k=p+1

p
22}7—1—1—2]{;

n+1

o n+1 (22p+1—22k+2 Z k— ipj 2p+1)>

k=p+1 k=p+1

2(+1

Zk_zk Zk: 2p+1> p<p+1)

k=p+1 2

Donc

D(P,Q) = (p(2p+1) —plp+1) +2p2p+1) —p(p+1) — p(2p + 1))

2n(n +1)

_ 2n(nl+1) (2p(2p +1) = 2p(p+ 1))

:m(Zp(2p+1—P—1))
_ 2pXp
- 2n(n+1)
 nxn/2
~ 2n(n+1)
4(n+1)

Partie 2 Distance en variation.

1. Lorsque K ={0;1}

ona D(P,Q)=3(Ipo— ql + [p1 — a1)
et comme pg+p;r =1lonadoncpy=1—pret go=1-—q.
Donc
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D(P,Q) = % (lgn — p1| + |1 — @1]) = |p1 — @1| (car |—z| = |z| pour tout x réel )

2. Pourtout A€ A, ona0<P(A)<let0<Q(A)
Donc —1 < P(A)—Q(A) <1dou|P(A)—Q(A)
Conclusion : ||P (A) — Q (A)] € [0,1].

3. Pour tout A € A,

P (A) = > 1capr et en s’inspirant de la question 1) Y pcapr = 1 — > 1 i P (et de méme pour Q)
Donc P (A) — Q (A) = Y ica (pr — qx) d'une part
et P(A) = Q(A)=1—pcark — 1 — Xpeads = Xpea (@ — Pk) = — Xgea (Pr — qx) d'autre part.

<1
< 1 (équivaut en fait)

Donc
21P(A)-QA)] = |[P(A)-QA)|+|P(A4)—-Q(4)
= Z(pk_Qk) + Z(pk—%)
keA keA

4. Ona D (P,Q) = 3 Yrex ok — q] et K =AU A (disjointe)
Done D (P,Q) = 5 (Zrea Pk — akl + Zyei lpr — @)
Et comme Y4 [Pk — @] > |Xrpea Pk — qx| alors

Zpk—% + Zpk_Qk

D(P.Q) >
keA keA

> 2|P(A) = Q(A)

Conclusion : ‘pour tout Ae A, |P(A)—Q(A)| <D(P;Q) ‘

5. Soit A={k|keKetq >p}
On a alors pour tout k € A : |py — qu| = — (pr, — q&) et pour k € A, |pr — qx| = px — @i (car dans A,
qr > pr est faux)

Donc
1
D(P.Q) = 5 ok —ael + > ok — axl
keA keA
1
= 3 _Zpk_Qk+Zpk_Qk)
keA k-eA
= 3 Zpk—% + Zpk_Qk)
keA keA
= |P(4) - Q(4)]

car Y peaPr — e <0 et Ypcapr — qx > 0.

Conclusion : |avec A ={k | ke Ket g >pr}:|P(A) —Q(A)| =D (P;Q)
6. On utilisera la notation min(a,b) = a A b. On réutilise la question précédente :

Avec A={k|keKet g >p}onaD(PQ)=|P(A)—Q(A4)

Orpour k € A : pp Age = pi et pour k € A pi A s = G
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Donc

L= (rAa) = 1= =D a

keA keA
et commel—> p, = P (fl) =Y py alors
keA k‘EA
1—2(1%/\%) = Zpk—quQ(A)—P(A)
keA

commme on l'a vu en 3
Et commeici Q (A)—P(A)=>qgr—pr > 0et Q(A)—P (A) = |P(A) — Q (A)|on a bien finalement :
Conclusion : | D (P;Q) =1 — Y pex Pk N @k
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